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ПСЕВДОКВАДРАТИЧНЫЕ ФУНКЦИОНАЛЫ В
ЛОКАЛЬНО ВЫПУКЛОМ ПРОСТРАНСТВЕ СОБОЛЕВА W 12
В данной работе в терминах "псевдоквадратичных функционалов"получены достаточные условия
корректной определенности, компактной непрерывности, компактной дифференцируемости и пов-
торной компактной дифференцируемости функционала Эйлера–Лагранжа в локально выпуклом
пространстве Соболева W 12 . Рассмотрены, как необходимое, так и достаточное, условия сильного
K–экстремума в локально выпуклом пространстве W 12 .
Ключевые слова: вариационный функционал, K–экстремум, пространство Соболева, локально
выпуклое пространство.
Введение. Предварительные сведения.
В известной монографии И.В. Скрыпника [1] доказано, что в пространстве Со-
болева W 12 вариационный функционал имеет особые дифференциальные свойства.
Так, в этом случае, функционал Эйлера–Лагранжа не является, за исключением
вырожденного случая, дважды сильно дифференцируемым.
Внимательный анализ ситуации показал, что уже корректная определенность
основного вариационного функционала в пространстве Соболева связана с допол-
нительным требованием "псевдоквадратичности"интегранта по y′. Кроме того, неп-
рерывность функционала в классическом "банаховом"случае C1 переходит в прост-
ранстве W 12 в K–непрерывность, дифференцируемость—в K–дифференцируемость
и т.д. Для гильбертова пространства Соболева W 12 условия корректной опреде-
ленности, компактной непрерывности, компактной дифференцируемости и повтор-
ной компактной дифференцируемости вариационных функционалов были получены
в [2], [3]. Аналогичной оказалась и ситуация с экстремумами вариационных функ-
ционалов в W 12 . В этом случае экстремумы являются, как правило ([2], [4], [5]), не
локальными, а компактными (K–экстремумами). В работах [6]–[9] рассмотрены, как
необходимое, так и достаточное, условия сильного K–экстремума в гильбертовом
пространстве W 12 .
В данной работе (п.п. 2–5) мы получаем условия корректной определенности,
компактной непрерывности, компактной дифференцируемости и повторной ком-
пактной дифференцируемости вариационных функционалов в случае локально вы-
пуклого пространства Соболева W 12 . В шестом пункте статьи рассмотрены доста-
точные и необходимые условия сильного K–экстремума в локально выпуклом W 12 .
Введем необходимые определения ([2]–[5]).
Определение 1. Борелевское отображение f : Ω× Y × Z =: T → F , где Ω—ком-
пактное пространство с конечной борелевской мерой, Y , Z, F—вещественные бана-
ховы пространства, назовем псевдоквадратичным по z (f ∈ K2(z)), если f можно
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представить в виде:
f(x, y, z) = P (x, y, z) +Q(x, y, z) · ‖z‖+R(x, y, z) · ‖z‖2, (1)
где для любого компакта C = CY ⊂ Y борелевские отображения P,Q, и R сущест-
венно по x ∈ Ω ограничены на TC = Ω× CY × Z.
Назовем отображение f вейерштрассовским псевдоквадратичным: f ∈WK2(z),
если представление (1) можно выбрать таким образом, что для любого компакта
C = CY ⊂ Y отображения P,Q и R равномерно непрерывны и ограничены на TC .
Скажем, что отображение f принадлежит классу W 1K2(z), если представле-
ние (1) можно выбрать таким образом, что для любого компакта C = CY ⊂ Y не
только P,Q и R, но также и градиенты ∇P := ∇yzP , ∇Q := ∇yzQ, ∇R := ∇yzR
равномерно непрерывны и ограничены на TC .
Скажем, что отображение f принадлежит классу W 2K2(z), если представле-
ние (1) можно выбрать таким образом, что для любого компакта C = CY ⊂ Y не
только P,Q, R, их градиенты ∇P , ∇Q, ∇R, но и гессианы H(P ) := Hyz(P ),
H(Q) := Hyz(Q), H(R) := Hyz(R) равномерно непрерывны и ограничены на TC .
Определение 2.ПустьE—вещественное банахово пространство,Ψ : E → R—функ-
ционал на E. Назовем функционал Ψ компактно непрерывным (K–непрерывным)
в точке y ∈ E, если для любого абсолютно выпуклого компакта C ⊂ E сужение Ψ
на (y + spanC) непрерывно в y относительно банаховой нормы ‖ · ‖C in spanC, по-
рожденной C.
Аналогично, скажем, что Ψ компактно (дважды) дифференцируем (K–диффе-
ренцируем, дважды K–дифференцируем) в точке y ∈ E, если для любого абсолютно
выпуклого компакта C ⊂ E сужение Ψ на (y + spanC) (дважды) дифференцируем
по Фреше в y относительно ‖ · ‖C . Обозначим через Ψ′K(y) и Ψ′′K(y) первую и вторую
K–производные Ψ, соответственно.
В [3] были получены следующие результаты.
Теорема 3. Пусть Ω = [a; b], E—банахово пространство, u = f(x, y, z),
f : Ω× E2 → R. Тогда при f ∈ K2(z) вариационный функционал Эйлера-Лагранжа
Φ(y) =
∫
Ω
f(x, y, y′)dx, y(·) ∈W 12 (Ω, E), (2)
определен всюду на W 12 (Ω, E).
Теорема 4. Пусть Ω = [a; b], H—вещественное гильбертово пространство,
u = f(x, y, z), f : Ω×H2 → R. Если f ∈WK2(z), то функционал Эйлера-Лагран-
жа (2) K–непрерывен всюду на W 12 (Ω,H).
Теорема 5. Пусть Ω = [a; b], H—вещественное гильбертово пространство,
u = f(x, y, z), f : Ω×H2 → R. Если f ∈W 1K2(z), то функционал Эйлера-Лагран-
жа (2) K–дифференцируем всюду на W 12 (Ω,H).
Теорема 6. Пусть Ω = [a; b], H—вещественное гильбертово пространство,
u = f(x, y, z), f : Ω×H2 → R. Если f ∈W 2K2(z), то функционал Эйлера-Лагран-
жа (2) дважды K–дифференцируем всюду на W 12 (Ω,H).
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Введем также понятие сильного K–экстремума.
Определение 7. Будем говорить, что функционал Ψ : E → R, где E—вещест-
венное банахово пространство, имеет сильный компактный экстремум (сильный
K–экстремум) в точке y ∈ E, если для любого абсолютно выпуклого пространства
C ⊂ E сужение Ψ на (y + spanC) имеет локальный экстремум в y относительно
‖ · ‖C в spanC.
1. Условия корректной определенности.
Обобщим понятия из пункта 1 на локально выпуклый случай.
Определение 8. Пусть Ω—компактное пространство с конечной борелевской ме-
рой, Y и Z—вещественные полные отделимые ЛВП, F—вещественное банахово прост-
ранство, {‖ · ‖i}i∈I и {‖ · ‖j}j∈J—определяющие системы полунорм в Y и Z, соот-
ветственно. Обозначим через Yi и Zj фактор–пространства Y
/
ker‖·‖i и Z
/
ker‖·‖j ,
пополненные по фактор–нормам ‖ ·‖∼i и ‖ ·‖j∼, соответственно. Борелевское отобра-
жение f : Ω× Y × Z =: T → F назовем псевдоквадратичным по z (f ∈ K2(z)), если,
для некоторых i ∈ I, j ∈ J , f допускает продолжение
f ji : Ω× Yi × Zj → F, (3)
псевдоквадратичное по zj ∈ Zj (в смысле определения 1). Заметим, что продол-
жение (3) возможно при условии
(‖y1 − y2‖i = 0, ‖z1 − z2‖j = 0) ⇒ (f(x, y1, z1) =
f(x, y2, z2)
)
.
Отметим также, что из определений 8 и 1 следует, в силу непрерывного вложения
Ω × Y × (Z, ‖ · ‖j) ↪→ Ω × Yi × Zj , что для любого компакта CY ⊂ Y f допускает
представление в виде:
f(x, y, z) = P (x, y, z) +Q(x, y, z) · ‖z‖j +R(x, y, z) · (‖z‖j)2, (4)
где отображения P , Q и R существенно (по x ∈ Ω) ограничены на Ω× CY × Z =: TC .
Теорема 9. Пусть Ω = [a; b], E—вещественное полное отделимое ЛВП,
u = f(x, y, z), f : Ω×E2 → R. Если f ∈ K2(z), то вариационный функционал Эйле-
ра–Лагранжа (2) определен всюду на W 12 (Ω, E).
Доказательство. Заметим, что здесь можно положить, в обозначениях опре-
деления 8, Y = Z = E, F = R. Воспользуемся известным представлением ([10] гл.
II, теор. 5.4)
E = lim←−
i∈I
Ei ,
где
{
Ei =
(
E˜
/
ker‖·‖i , ‖ · ‖
∼
i
)}
i∈I
—проективная шкала банаховых пространств, пост-
роенная по определяющей системе полунорм {‖ · ‖i}i∈I в E. Тогда пространство
Соболева W 12 (Ω, E) может быть представлено в виде проективного предела
W 12 (Ω, E) = lim←−
i∈I
W 12 (Ω, Ei).
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В силу определения 8, при некотором i ∈ I функция f допускает псевдоквадратич-
ное продолжение fi : Ω×Ei ×Ei → F . Тогда по теореме 3 функционал
Φi(y) =
∫
Ω
fi(x, y, y′)dx
определен всюду на W 12 (Ω, Ei). Ясно, что при непрерывном вложении
vi :W 12 (Ω, E) ↪→W 12 (Ω, Ei) будет vi ◦ Φ = Φi. Таким образом, функционал (2) опре-
делен всюду на W 12 (Ω, E). ¤
2. Условия компактной непрерывности.
Отметим, что в локально выпуклом случае определения K–непрерывности, K–
дифференцируемости, повторной K–дифференцируемости аналогичны соответст-
вующим понятиям в банаховом случае (определение 2).
Определение 10. Пусть, в обозначениях определения 8, f ∈ K2(z) и непрерывно
в Ω×E×E по (y, z). Назовем отображение f вейерштрассовским по z: f ∈WK2(z),
если для любого компакта C = CY ⊂ Y представление (4) можно выбрать таким
образом, что отображения P,Q и R равномерно непрерывны и ограничены на TC .
Определение 11. Отделимое полное локально выпуклое пространство E назовем
полуядерным, если в нем существует определяющая система полунорм {‖ · ‖i}i∈I ,
порождаемых полускалярными произведениями ‖ h ‖2i= 〈h, h〉i (i ∈ I).
Замечание 12. Используя теорему о представлении полного ЛВП в виде при-
веденного проективного предела банаховых пространств ([10], гл. II, теор. 5.4), и
полагая Hi =
(
E˜
/
ker ‖·‖i , 〈·, ·〉
∼
i
)
, получаем представление E в виде приведенного
проективного предела гильбертовых пространств
E = lim←−
i∈I
Hi . (5)
Заметим, что, в отличие от определения ядерного ЛВП ([10], гл. III, п. 7), мы не
требуем ядерности вложений Hi2 ↪→ Hi1 (i1 ¹ i2) и счетности системы {Hi}i∈I . При-
мером полуядерного ЛВП может служить любое счетно–гильбертово пространство,
например, Lloc2 (R) (которое не является ядерным).
Теорема 13. Пусть Ω = [a; b], E—вещественное полуядерное ЛВП, u = f(x, y, z),
f : Ω× E2 → R. Если f ∈WK2(z), то функционал Эйлера-Лагранжа (2) K–непре-
рывен всюду на W 12 (Ω, E).
Доказательство. Здесь, как и в теореме 9, Y = Z = E, F = R в обозначениях
определения 8. В силу замечания 12, E представимо в виде (5), причем{
Hi =
(
E˜
/
ker ‖·‖i , 〈·, ·〉
∼
i
)}
i∈I
—проективная шкала гильбертовых пространств. То-
гда пространство Соболева W 12 (Ω, E) также может быть представлено в виде про-
ективного предела
W 12 (Ω, E) = lim←−
i∈I
W 12 (Ω, Hi). (6)
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В силу определения 10, функция f при некотором i ∈ I продолжается до вейер-
штрассовской по z функции fi в банаховом пространстве Ω×Hi ×Hi (определе-
ние 1).
Пусть ui : E ↪→ Hi и vi :W 12 (Ω, E) ↪→W 12 (Ω,Hi)—канонические вложения. Тогда
f = fi ◦ (idΩ, ui, ui). Обозначим
Φi(yi) =
∫
Ω
fi(x, yi, y′i)dx,
(
yi ∈W 12 (Ω, Hi)
)
,
тогда Φ(y) = Φi(ui ◦ y), Φ = Φi ◦ vi, поскольку vi(y) = ui ◦ y.
По теореме 4, Φi—K–непрерывный функционал в W 12 (Ω,Hi). Поскольку vi—
непрерывный линейный оператор, то vi и K–непрерывен ([11], теор. 3.7). Следо-
вательно, композиция Φ = Φi ◦ vi также K–непрерывна. ¤
3. Условия компактной дифференцируемости.
Определение 14. Пусть, в обозначениях определения 8, функция f ∈ WK2(z)
и непрерывно дифференцируема в Ω × E × E по (y, z). Скажем, что f ∈ W 1K2(z),
если для любого компакта C = CY ⊂ Y представление (4) можно выбрать так, что
не только отображения P , Q и R, но и градиенты ∇P := ∇yzP , ∇Q := ∇yzQ,
∇R := ∇yzR определены, равномерно непрерывны и ограничены на TC .
Теорема 15. Пусть Ω = [a; b], E—вещественное полуядерное отделимое ЛВП,
u = f(x, y, z), f : Ω× E2 → R. Если f ∈W 1K2(z), то функционал Эйлера-Лагран-
жа (2) K–дифференцируем всюду на W 12 (Ω, E); при этом
Φ′K(y)h =
∫
Ω
[
∂f
∂y
h+
∂f
∂z
h′
]
dx. (7)
Доказательство. Повторяя рассуждения из доказательства теоремы 13, продол-
жим, при некотором i ∈ I, функцию f до функции fi класса W 1K2(z) в банаховом
пространстве Ω×Hi ×Hi. Тогда, по теореме 5, функционал Φi K–дифференцируем
в W 12 (Ω,Hi). Из равенства Φ = Φi ◦ vi и очевидной K–дифференцируемости vi (как
линейного непрерывного оператора) следует K–дифференцируемость Φ. ¤
4. Условия повторной компактной дифференцируемости.
Определение 16. Пусть, в обозначениях определения 8, функция f ∈ K2(z) и
дважды непрерывно дифференцируема вΩ×E×E по (y, z). Скажем, что f ∈W 2K2(z),
если для любого компакта C = CY ⊂ Y представление (4) можно выбрать так, что
отображения P , Q, R, их градиенты ∇P , ∇Q, ∇R и их гессианы H(P ) := Hyz(P ),
H(Q) := Hyz(Q), H(R) := Hyz(R) определены, равномерно непрерывны и ограниче-
ны на TC .
Теорема 17. Пусть Ω = [a; b], E—вещественное полуядерное отделимое ЛВП,
u = f(x, y, z), f : Ω×E2 → R. Если f ∈W 2K2(z), то функционал Эйлера–Лагран-
жа (2) дважды K–дифференцируем всюду на W 12 (Ω, E); при этом
Φ′′K(y)(h, k) =
∫
Ω
[∂2f
∂y2
(h, k) +
∂2f
∂y∂z
((h′, k) + (h, k′)) +
∂2f
∂z2
(h′, k′)
]
dx. (8)
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Доказательство. Аналогично доказательству теоремы 13 и 15, продолжим, при
некотором i ∈ I, функцию f до функции fi класса W 2K2(z) в банаховом простран-
стве Ω×Hi ×Hi. Тогда, по теореме 6, функционал Φi дважды K–дифференцируем
в W 12 (Ω,Hi). Поскольку Φ = Φi ◦ vi и vi—линейный непрерывный оператор, то отсю-
да, очевидно, следует повторная K–дифференцируемость Φ. ¤
5. Экстремумы функционала Эйлера–Лагранжа в локально выпуклом
пространстве Соболева W 12 (Ω, E).
Рассмотрим функционал Эйлера–Лагранжа (2) в пространстве W 12 (Ω, E), где
Ω = [a; b], E–вещественное полуядерное ЛВП. Предположим, что E = E1 × ...× En,
где Ei (i = 1, n)—вещественные полуядерные ЛВП также. Используя представле-
ние (5) для каждого Ei, мы получаем представление Ei в форме приведенного про-
ективного предела
E1 = lim←−
j1∈J1
H1j1 , E2 = lim←−
j2∈J2
H2j2 , . . . , En = lim←−
jn∈Jn
Hnjn ,
где Hiji = (Ei|ker ‖·‖iji , 〈·, ·〉
∼
iji
)—гильбертовы пространства.Вводя мультииндексы
j = (j1, ..., jn), J = {j}, и гильбертовы пространства Hj = H1j1 × ...×Hnjn , мы по-
лучим
E = lim←−
j∈J
Hj . (9)
В работах [6]–[9] получены, как необходимое, так и достаточное, условия K–экстре-
мумов вариационного функционала (2) в W 12 (Ω,H) (где Ω = [a; b], H—гильбертово
пространство). По аналогии с пунктами 2–4 данной статьи, легко доказать соот-
ветствующие утверждения для полуядерного ЛВП W 12 (Ω, E).
Определение 18. Пусть E = E1 × ...× En—вещественное полуядерное ЛВП,
Bn : E → E—линейный непрерывный самосопряженный оператор. Зададим линей-
ный непрерывный оператор Bn как операторную матрицу Bn = (Bij), где
Bij : Ej → Ei (i, j = 1, n).
Рассмотрим следующее разбиение матрицы Bn на 4 блока: B11n —главный минор
размера [n2 ]× [n2 ], B22n —смежный к нему определитель размера (n− [n2 ])× (n− [n2 ]),
B12n , B21n —соответствующие смежные прямоугольные блоки размера [
n
2 ]× (n− [n2 ])
и (n− [n2 ])× [n2 ] (где [ · ] означает целую часть числа).
Будем предполагать, что выполнено легко проверяемое необходимое условие по-
ложительной определённости ([12]) операторной матрицы размера 2× 2: B11n и B22n
непрерывно обратимы. На множестве всех таких матриц Bn (n = 1, 2, ...) введём
операторы Сильвестра I рода четырех типов:
411(Bn) = B11n ; 421(Bn) = B11n −B12n · (B22n )−1 ·B21n ;
422(Bn) = B22n ; 412(Bn) = B22n −B21n · (B11n )−1 ·B12n .
Заметим,что матрицы 4ij(Bn) (i, j = 1, 2) имеют максимальный размер
([n2 ] + 1)× ([n2 ] + 1) при нечетном n и [n2 ]× [n2 ] при четном n.
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Определение 19. Рассмотрим следующее разбиение Bn на 4 блока: B˜11n —элемент
B11 матрицы Bn, B˜22n —смежный к нему определитель размера (n− 1)× (n− 1),
B˜12n , B˜
21
n —соответствующие смежные строка и столбец размера 1× (n− 1) и
(n− 1)× 1.
Будем предполагать, что B˜11n непрерывно обратим. На множестве всех таких
матриц Bn (n = 1, 2, ...) введём операторы Сильвестра II рода:
4˜11(Bn) = B˜11n ; 4˜12(Bn) = B˜22n − B˜21n · (B˜11n )−1 · B˜12n .
Теорема 20. Пусть Ei (i = 1, n)—вещественные полуядерные ЛВП,
E = E1 × ...× En, f ∈W 2K2(z). Предположим, что для некоторых функций
ym(·) ∈
◦
W 12 (Ω, Em) (m = 1, n) выполнены уравнения Эйлера–Лагранжа
∂f
∂ym
− d
dx
(
∂f
∂zm
)
п.в.= 0 на Ω. (10)
Введем обозначение Γn(f) =
(
∂2f
∂yi∂yj
∂2f
∂yi∂zj
∂2f
∂zi∂yj
∂2f
∂zi∂zj
)n
i,j=1
.
Если на K–экстремали y(·) = (y1(·), . . . , yn(·)) при всех x ∈ Ω выполнена систе-
ма неравенств
{4imjm ...4i2j2 4i1j1(Γn(f))À 0}2il,jl=1, (11)
где4iljl—операторы Сильвестра I рода,m =
{
k, for n = 2k
k + 1, for 2k < n < 2k+1 , то функ-
ционал Эйлера-Лагранжа
Φ(y1, ..., yn) =
∫
Ω
f
(
x, y1(x), ..., yn(x), y′1(x), ..., y
′
n(x)
)
dx (12)
имеет сильный K–минимум в точке y(·) = (y1(·), ..., yn(·)).
Доказательство. Используя представление (9), выберем индекс j, для которо-
го функционал Φ дваждыK–дифференцируем в пространствеW 12 (Ω,Hj). Применяя
соответствующее достаточное условие сильногоK–экстремума в "гильбертовом"слу-
чае ([7], теор. 17), мы получаем, что Φ имеет сильный K–экстремум в точке
y(·) ∈W 12 (Ω,Hj). Так как, по (9),
W 12 (Ω, E) ↪→W 12 (Ω,Hj), (13)
то компакт вW 12 (Ω, E) есть компакт вW 12 (Ω,Hj). Тогда, по определению 2, сильный
K–экстремум в W 12 (Ω,Hj) является сильным K–экстремумом в W 12 (Ω, E). ¤
Теорема 21. Пусть Ω = [a; b], Ei (i = 1, n)—вещественные отделимые полу-
ядерные ЛВП, E = E1 × . . .× En, f : Ω× E × E → R, f ∈W 2K2(z),
y(·) = (y1(·), . . . , yn(·))—K–экстремаль функционала (12) в
◦
W 12 (Ω, E), все функции
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∂2f
∂yi∂zj
(x, y1(x), . . . , yn(x), y′1(x), ..., y′n(x)) (i, j = 1, n) абсолютно непрерывны на Ω. Вве-
дем обозначение Pn(f) =
(
∂2f
∂zi∂zj
)n
i,j=1
. Тогда, если функционал Эйлера–Лагранжа (12)
имеет сильный K–минимум в точке y(·), причем все операторы 4˜11(4˜12)k(Pn(f)),
k = 0, n− 2 непрерывно обратимы, то система дифференциальных неравенств (не-
отрицательности квадратичной формы)
4˜11(4˜12)k(Pn(f)) ≥ 0, k = 0, n− 2; (4˜12)n−1(Pn(f)) ≥ 0, (14)
где 4˜1l (l = 1, 2)—операторы Сильвестра II рода, выполнена для K–экстремали y(·)
почти всюду на Ω.
Доказательство. Используя представление (9), выберем индекс j, для которо-
го функционал Φ дважды K–дифференцируем в пространстве W 12 (Ω,Hj). В силу
вложения (13), обратимость операторов 4˜11(4˜12)k(Pn(f)) (k = 0, n− 2) в простран-
стве W 12 (Ω,Hj) следует из обратимости соответствующих операторов в W 12 (Ω, E).
Применяя соответствующее необходимое условие сильного K–экстремума в "гиль-
бертовом"случае ([7], теор. 18), мы получаем, что система неравенств (14) выполня-
ется в точке y(·) ∈W 12 (Ω,Hj). Тогда, в силу вложения (13), система неравенств (14)
выполняется и в точке y(·) ∈W 12 (Ω, E). ¤
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Pseudoquadratic functionals in locally convex Sobolev space W 12 .
In this paper the sufficient conditions of well-definiteness, compact continuity, compact differentiability
and twice compact differentiability for Euler-Lagrange functional in locally convex Sobolev space
in terms of "pseudoquadratic functionals"are obtained. Both necessary and sufficient conditions of
strong K-extremum in locally convex Sobolev space are considered.
Keywords: variational functional, K–extremum, Sobolev space, locally convex space.
К.В. Божонок
Псевдоквадратичнi функцiонали в локально опуклому просторi Соболєва W 12 .
У данiй роботi в термiнах "псевдоквадратичних функцiоналiв"отримано достатнi умови ко-
ректної визначеностi, компактної неперервностi, компактної диференцiйовностi й повторної
компактної диференцiйовностi функцiонала Ейлера–Лагранжа в локально опуклому просторi
Соболєва W 12 . Розглянуто, як необхiдну, так i достатню, умови сильного K–екстремуму в ло-
кально опуклому просторi W 12 .
Ключовi слова: варiацiйний функцiонал, K–екстремум, простiр Соболєва, локально опук-
лий простiр.
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